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摘要：通过双轴压力作用下岩石三维表面裂纹断裂试验，利用数字散斑技术，观察裂纹的翼形扩展、反向扩展，
得出对应的时间和荷载。试验发现，三维表面裂纹的翼形扩展一般都先于反向裂纹，反向裂纹最先在远离裂纹尖
端区域出现，而后快速与原裂纹尖端汇合。通过有限元计算得到三维裂纹试件整体应力场和裂纹前缘各点应力强
度因子。通过复合型断裂判据，对裂纹翼形扩展的三维形态进行分析，试验结果与最大周向拉应力 max 及最大周
向拉应变 max 判据的理论预示结果吻合较好。对反向裂纹萌生区域进行强度破坏分析，反向裂纹的萌生与莫尔–
库仑强度理论的预示结果基本相符。从试验及理论 2 个方面分析三维表面裂纹扩展直至破坏的全过程。 
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EXPERIMENTAL AND THEORETICAL ANALYSES OF THREE- 
DIMENSIONAL SURFACE CRACK PROPAGATION 
 
LI Liyun1，WONG R H C2，HAN Zhichao1，LI Haiyun1，LIU Yi1 
(1. School of Mechanics and Civil Engineering，China University of Mining and Technology，Beijing 100083，China； 
2. School of Civil and Environmental Engineering，The Hong Kong Polytechnic University，Hong Kong，China) 
 
Abstract：An experimental investigation on three-dimensional(3D) surface crack under biaxial compression is 
conducted to investigate the growth of wing crack and anti-wing crack. A digital speckle camera is used to record 
the growth process of cracks during loading process. The images captured from the digital speckle camera are used 
for digital speckle correlation analysis to study the strain field of 3D surface crack. From the experiments，it is 
observed that the anti-wing crack initiates away from the crack tip region and then propagates towards the crack tip. 
The stress and the stress intensity factors along crack front are analyzed by using the finite element method. 3D 
wing crack growth pattern is revealed by the mixed-model fracture criteria. The theoretical analyses indicate that 
the wing crack propagation can be predicted by the maximal circumferential stress criterion max  and maximal 
circumferential strain criterion max . The strength failure analysis is also conducted in the anti-wing crack area. 
The anti-wing initiation and propagation can be predicted by the Mohr-Coulomb strength theory. The whole 
fracture and failure process of the 3D surface crack is analyzed by both experiments and theories. 
Key words：rock mechanics；three-dimensional(3D) surface crack；wing crack propagation；anti-wing crack 
propagation；numerical analysis；fracture criteria；Mohr-Coulomb strength theory                 
 
1  引  言 
 
对三维复合型裂纹扩展规律的研究是近年来岩
石断裂力学界比较关注的问题，其与地球表面断裂
带的稳定及地震作用机制相关，也与岩石边坡稳定
性相关。对于岩石表面三维裂纹，即裂纹尖端曲线
上各点同时存在着应力强度因子 KI，KII和 KIII的表
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面嵌入式裂纹，在受到裂纹周边压应力作用后，裂
纹尖端会发生初始扩展，反映到试件表面表现为裂
纹的翼形扩展。三维裂纹的翼形扩展机制与哪一力
学量密切相关，也即与哪一种理论判据比较相符，
目前尚无这方面的系统分析，但这是岩石断裂力学
研究必须面对的问题。岩石三维表面裂纹有时还会
产生沿翼形裂纹扩展方向相反的反向扩展裂纹。
1998 年的台湾集集地震，从初始地应力主方向与该
区域断裂带的相对位置来看，可确定该裂隙发生了
反向扩展，使得扩展带两边的建筑物倒塌，造成了
人民生命、财产的损失。因此，需要对裂纹反向扩
展这一现象作力学方面的分析。目前，由于三维表
面裂纹尖端的曲线形状、裂纹深嵌试件内部以及裂
纹尖端同时含有 KI，KII和 KIII等因素，使得理论研
究与试验观察都比较困难。A. Bobet[1]专门就压应力
作用下平面穿透裂纹的第二次扩展做过研究，认为
在试验中能够经常观察到与初始裂纹共面或近似共
面的剪切裂纹(二次扩展裂纹)，但是反向裂纹(反翼
形扩展)的例子却比较少见。A. Bobet[1]认为，传统的
裂纹扩展准则只适合于对张拉裂纹进行预测，不能
充分预测第二裂纹的扩展，因此他改进了最大切应
力准则，通过详细的数值计算发现，对于实验室所
观察到的第二次裂纹扩展，大都由最大剪应力方向
和大小决定。三维裂纹可分为三维内部裂纹和三维
表面裂纹。A. V. Dyskin 等[2-4]就单向压力作用下三
维内部圆片裂纹扩展机制做过研究，利用松香、水
泥和水泥砂浆 3 种材料研究了三维圆片裂纹的扩展
情况，发现斜置的圆片状中心裂纹在单向压力作用
下只会发生与平面穿透裂纹相似的翼形裂纹，因其
受到了周围压应变的限制，这种翼形裂纹也不会扩
展到足以使试件达到极限破坏。R. H. C. Wong 等[5-7]
对低温下的有机玻璃PMMA表面斜裂纹试件进行了
单向加压试验，发现裂纹端部都会有花瓣状或张拉
型裂纹出现，没有反向裂纹产生，但在大理石试件
的相同试验中却经常发现裂纹的反向扩展。 
笔者及所在课题组对房山花岗岩表面裂纹试件
进行了重复性双压试验，观察到了翼形裂纹的萌生，
也发现了反向裂纹的萌生，同时记录了这 2 种现象
发生时对应的荷载，以便于后期的有限元计算和理
论分析。试验观察到：翼形裂纹扩展到一定程度以
后，反向裂纹才开始产生，反向裂纹初期远离裂纹
尖端，而后才与原始裂纹尖端汇合，此时荷载通常
接近裂纹试件的破坏荷载，翼形裂纹稍有闭合，变
得不清晰。当反向裂纹汇合过程很快时，观察者常会
认为原始裂纹只发生了反向扩展，而没有先期的翼
形扩展；其实通过重复性试验发现，翼形裂纹扩展
总会发生，并总先反向裂纹扩展。本文的有限元数
值计算及理论分析表明，三维表面裂纹翼形扩展(初
始扩展)的荷载及方向都比较符合最大拉应力及最
大拉应变理论判据的预示结果，而常用的 M. A. 
Hussain 等[8]的最大能量释放率判据及 G. C. Sih[9]的
最小应变能密度判据与试验偏离较大。利用岩土材
料中广泛应用的莫尔–库仑准则可以对反向裂纹的
萌生荷载及方位做出较好的预示。 
 
2  试验研究 
 
本文试验是在中国地震局地质研究所地震动力
学重点实验室进行的[10]，所采用的岩石为房山花岗
闪长岩，其力学参数见表 1。试件尺寸为 300 mm× 
200 mm×50 mm(长×宽×高)，试件中部用砂轮刀片切
割出一条与纵轴成 45°的局部圆片形(或称弓片形)
裂纹，裂纹尖端为圆弧形，半径 R = 75 mm，未穿
透试件。试件尺寸如图 1 所示，为表面三维裂纹试
件，三维裂纹在表面的长度 a = 85 mm。 
 
表 1  房山花岗闪长岩力学参数 
Table 1  Mechanical parameters of Fangshan granodiorite 
E/MPa  c /MPa t /MPa KIC/(MPa·mm1/2)
63 800 0.27 201.5 16.1 36.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
图 1  试件尺寸 
Fig.1  Size of specimen 
 
试验方案为：双向加压，首先沿 X 方向以 300 N/s
速率加载，Y 方向以 200 N/s 速率加载，使 X 和 Y
方向都快速达到 3 MPa 的等值围压后，维持 X 方向
压力不变，Y 方向改为以 2 m/s 的位移控制速率继续
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加载，当 Y 方向荷载达到 800 kN 后，为了能准确、
细致地观察和记录试验中的各种现象，加载速率降
慢至 1 m/s，直到试件基本破坏。为了能准确地观
测到各阶段裂纹起裂变化对应的时间和荷载，采用
数字散斑方法[11]测得的应变 作为辅助观测手段。 
当荷载达到试件破坏荷载的 50%左右时，可观
察到翼形裂纹开始萌生，并以一种稳定的方式沿纵
轴方向扩展，两翼形裂纹关于原始裂纹呈对称状态，
如图 2(a)所示；同时，当 Y 方向荷载达到试件破坏
荷载的 80%左右时，在原始裂纹的右下侧，反向裂
纹开始出现，如图 2(b)所示；当 Y 方向荷载达到试
件破坏荷载的 90%左右时，在原始裂纹的左上侧，
另一反向裂纹开始出现，两者关于原始裂纹呈对称
状态，如图 2(c)所示。翼形裂纹缓慢增长的同时也
伴随着反向裂纹向裂尖扩展。从图 2 可以看出，反
向裂纹的充分发育对翼形裂纹有闭合效果，翼形裂  
  
(a) 翼形裂纹扩展 
 
 
 
(b) 右下侧反向裂纹萌生 
 
 
 
 
(c) 左上侧反向裂纹扩展 
图 2  裂纹扩展数字散斑图 
Fig.2  Digital speckle drawings of crack propagation  
 
纹由原来的很清晰，变得不清晰甚至消失。若加载
速度很快，这一过程很短暂，用肉眼观察，就好像
这个三维表面裂纹首先发生了反向扩展，其实不然，
在本试验中翼形裂纹是先于反向裂纹出现的。 
 
3  数值计算 
 
3.1 模型的建立 
为对翼型裂纹扩展及反向裂纹萌生进行定量分
析，本文进行了有限元计算。三维裂纹尖端一般都
分布在同一条曲线上，尖端上每点的应力状态都为
三维状态，都具有应力强度因子 KI，KII 与 KIII。对
双向压力下的三维表面弓片状裂纹试件，其应力与
应变场目前还没有解析解，因此数值计算成为后续
理论分析必备的工作。 
为了提高裂纹尖端邻域的计算精度，本文采用
了局部细分网格的子模型技术；同时为了提高总的
计算速度，其他区域则使用了较粗糙的单元。整体
模型网格与分割的子模型网格如图 3 所示。 
3.2 应力强度因子计算 
应力强度因子 SIF 是分析裂纹初始扩展必需的
力学量，通过有限元方法计算出开裂荷载下裂纹前
缘各点的应力后，用裂纹尖端应力场的渐近解表
达式可推导出裂纹尖端的应力强度因子 KI，KII 与
KIII
[12-16]分别为 
I 00
lim 2 zrK r   →            (1) 
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(a) 整体模型 
 
(b) 分割的子模型 
图 3  整体模型和子模型网格 
Fig.3  Grids of entire model and submodel 
 
II 00
lim 2 zxrK r   →            (2) 
III 00
lim 2 zyrK r   →            (3) 
式中： z 为垂直于裂纹面的正应力； zx ， zy 分别
为沿裂纹端部圆弧的法向和切向剪应力；x，y，z
为直角坐标(见图 4)；r，为极坐标(见图 5)。 
根据对称性，只需计算裂纹右上半部应力强度
因子即可。如图 4 所示，取裂纹前缘圆弧对应的圆
心角的一半，再将 1/2 圆心角均分成 4 份，得到裂
纹前缘上的 5 个尖端计算点 i(i = 1，2，3，4，5)，
以每一个尖端计算点 i 为坐标原点建立局部坐标系
oxyz，其中，x 轴沿圆弧的法线，y 轴沿圆弧的切线，
z 轴的指向与坐标轴 x，y 符合右手螺旋法则。 
 
 
 
 
 
 
 
图 4  裂纹前缘计算点 
Fig.4  Calculation points in crack front 
 
图 5 为裂纹尖端单元应力微元，将图 5 中 x 轴
上各点的 r 值和应力值代入式(1)～(3)，通过数值外 
 
 
 
 
 
 
 
图 5  裂纹尖端单元应力微元 
Fig.5  Stress micro-element near crack tip 
 
推得到的极限值即为应力强度因子。式(1)～(3)既
可用于平面裂纹计算也可用于三维裂纹计算。 
根据式(1)～(3)计算得出的裂纹前缘上半圆弧
的应力强度因子 SIF 见表 2，表中应力强度因子计
算值的正负号与弹性力学中对应力正负号的规定相
同。由表 2 和图 4 可知，从点 1～5， IK 由小变大，
IIK 由逐步增大为 0， IIIK 逐步增大，该变化规律与
A. V. Dyskin 等[4]的计算规律一致。 
 
表 2  开裂荷载下上半圆弧的应力强度因子 
Table 2  Stress intensity factors in up-half circular crack tips 
计算点编号 位置角  /(°) 
KI / 
(MPa·mm1/2) 
KII / 
(MPa·mm1/2) 
KIII / 
(MPa·mm1/2)
1  0.0  －86.5 －32.6 52.8 
2  8.4  －87.3 －25.4 57.4 
3 16.8  －88.1 －18.2 63.1 
4 25.2  －98.2  －7.8 72.3 
5 33.5 －121.7    0.0 79.8 
 
4  裂纹初始扩展分析 
 
翼形裂纹的扩展机制一般都为张拉机制，但对
于具体的扩展方向及扩展荷载值，仍需通过理论判
据才能得出定量结论。目前公认的脆性断裂理论判
据有 4 种，即最大周向拉应力 max 、最大周向拉应
变 max 、最大能量释放率 maxG 及最小应变能密度
minS 判据。本文裂纹的翼形扩展与哪一种判据比较
相符，需通过理论计算才能得知。 
依照线弹性断裂力学理论，如果裂纹前沿未闭
合，即 IK  0，须考虑压应力奇异性对裂纹尖端应
力场的影响(见图 5)，当 IK ＜0 时，为 I–II–III 复
合型裂纹。4 个判据理论表达式分别如下： 
(1) 最大周向拉应力 max 因子判据[14]： 
max I II IC C
1 cos [ (1 cos ) 3 sin ]
2 2
K K K
       (4) 
50
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式中： ICK 为 I 型断裂韧度， C 为临界断裂周向拉
应力因子。 
(2) 最大周向拉应变 max 因子判据[16]： 
max I
II
cos (1 3 cos cos )
2
       3cos sin 3 sin cos sin
2 2 2
K
K

    
     
    
     
 
IC C2(1 )K                            (5) 
式中： 为材料的泊松比， C 为临界断裂周向拉应
变因子。 
(3) 最大能量释放率 maxG 因子判据[8，14]： 
2 /π
2 2
max 2
2 2 2
IC C
1 1 /4 [(1 3cos )
3 cos 1 /
     8sin cos (9 5cos ) ]
G K
K K K K G


  
  

  
              
   
  
(6) 
式中： CG 为临界断裂能量释放率因子。 
(4) 最小应变能密度 minS 因子判据[9，14]： 
2 2 2
min 11 I 12 I II 22 II III2 4S a K a K K a K K       
2
IC C2( 1)k K S                    (7) 
其中， 
11 (1 cos )( cos )a k                (8) 
12 sin [2cos ( 1)]a k                (9) 
22 ( 1)(1 cos ) (1 cos )(3cos 1)a k            (10) 
3 ( )
1
3 4 ( )
k



     
平面应力状态
平面应变状态
         (11) 
式中： CS 为临界断裂应变能密度因子。 
在使用 minS 因子判据时，对裂纹尖端表面上
的点 1 (见图 4)作平面应力考虑，对内部的点 2～5
作平面应变考虑。 
将表 2 中应力强度因子分别代入式(4)～(7)中
第一个等号的右边，通过求导得到极值发生的角度
 后，再代回第一个等号的右边进行计算，将计算
值与各式的开裂临界值(见表 3)进行比较，从理论
上判断圆弧裂纹尖端各点是否为翼形开裂。当该点
的计算值与临界值之比大于或等于 1 时，表明该点
已开裂；当该点的计算值与临界值之比小于 1 时，
表明该点尚未开裂。各判据计算结果见图 6。 
由图 6 可看出，在 IK  0 的条件下，只有 max
判据表明在 0  的表面已达到临界值，而 max 判
据表明还远未达到临界值，2 个判据预示的开裂角 
 
表 3  各判据开裂临界值及表面( = 0°)开裂角理论值 
Table 3  Crock critical values of four criteria and fracture  
angle on surface  
开裂角/(°) 
判据 表达式 开裂临界值 
KI ≠ 0 KI = 0 
 max C = KIC 36.1 110 70.5 
 max C = 2(1－ν) KIC 52.7 100 68.0 
G max GC = 2ICK  1 303.2  51 74.0 
S min CS = 2(k－1) 2ICK 2 979.8  30 80.0 
注： max， max 判据开裂临界值单位为 MPa·mm；G max，S min
判据开裂临界值单位为 MPa2·mm2。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
图 6  开裂荷载下 KI ≠ 0 时量纲一的理论值随裂尖位置 变 
化情况(0°≤ ≤33.5°) 
Fig.6  Dimensionless theoretical value v.s   under crack  
load when KI ≠ 0(0°≤ ≤33.5°) 
 
与试验相差较大(见表 3 和图 7)。 maxG 和 minS 判据
则表明早已超过临界值，与试验也相差较远。需要
注意的是，图 6 中这 2 个判据理论的曲线在量纲一
处理时除以了多倍临界值，特别是 minS 判据的变化
趋势与试验相反；但这 2 个判据预示的开裂角与试
验值相差较小(见表 3 和图 7)。总之，若令 IK ≠ 0，
这时理论值与试验值吻合程度不高。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
图 7  翼形裂纹扩展角度 
Fig.7  Angle of wing crack propagation 
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设裂纹前沿压缩闭合，则 IK = 0，为 II–III 复
合型裂纹，取裂尖圆周上的  ，  ，G 的极大值
和 S 的极小值作为开裂指标，当达到 I 型断裂韧度
对应的 C ， C ， CG 和 CS 值时[15-16](见表 3)，裂纹
开裂。重复上述计算过程，可判断圆弧裂纹尖端各
点是否产生翼形开裂，计算结果见图 8。 
 
 
 
 
 
 
 
 
图 8  开裂荷载下 KI = 0 时量纲一的理论值随裂尖位置 变 
化情况(0°≤≤33.5°) 
Fig.8  Dimensionless theoretical value v.s  under crack load  
when KI = 0(0°≤≤33.5°) 
 
由图 8 可看出，当 IK  0 时，在 4 种判据中，
max 判据和 max 判据表明，在  0 的表面已达到
或刚超过临界值；而 maxG 判据和 minS 判据则表明
早已超过临界值，特别是 minS 判据的变化趋势与试
验相反。但由表 3 与图 7 可以看出，4 种判据预示
的表面开裂角都与试验比较接近。由此可知，若令
IK  0，则理论值与试验值吻合程度较高。 
由图 6 和 8 可以看出，在由翼形开裂产生的荷
载下，由 max ， max 和 maxG 判据计算得出的理论
开裂程度为由表(  0)及里(  33.5°)逐步减小，
也即靠近表面开裂严重，往里逐步开裂轻微甚至未
产生。这与 R. H. C. Wong 等[5-7]的低温有机玻璃表面
裂纹试验结果相吻合(见图 9)。而 minS 判据理论预示
的趋势为里面开裂严重，靠近表面开裂轻微，与试
验结果相反，且理论预示值远高于实测值，因此，
尽管此判据能同时考虑 3 种应力强度因子的影响， 
 
图 9  低温有机玻璃中表面圆片裂纹的翼形开裂[5-7] 
Fig.9  Wing crack propagation in organic glass under low  
temperature[5-7]  
但其对三维表面裂纹的应用效果较差。 maxG 判据的
理论预示值也远高于实测值，只有 max 判据和
max 判据无论从接近临界值的程度还是从开裂角
来看，都基本与试验结果相符。 
 
5  反向裂纹形成分析 
 
基于反向裂纹萌生时的荷载，对反向裂纹萌生
区域进行了有限元计算和应力分析，分别计算了各
单元的第一、三主应力 1 ， 3 和主单元方位角 0 ，
采用莫尔–库仑强度理论，对破裂面倾角 进行了
计算(见图 10)，与试验观察到的反向裂纹萌生角度
基本吻和(见图 2)，初步证实了表面层反向裂纹的压
剪萌生机制。 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
图 10  破坏面受力分析 
Fig.10  Force analysis for failure surface  
 
图 10 表明了该应力分析的过程，设为 3 所
在平面与剪切面之间的夹角，则该平面上的正应力
 和剪应力 可分别表示为 
1 3 1 3 cos(2 )
2 2
                 (12) 
1 3 sin(2 )
2
                 (13) 
由莫尔–库仑强度准则可知，sin(2 ) cos   ，
cos(2 ) sin    ，其中 为材料内摩擦角。对于花
岗闪长岩[17-18]，取  45°，c = 26 MPa，则由式(12)，
(13)可求得： = 2.041 6 MPa， = 33.45 MPa。因
此有 
33.45 MPa  ＞ tanc   = 28.0416 MPa  (14) 
由式(14)可知，岩石在该区域会发生剪切破坏。
由应力分析可求得 0  7°(见图 10)，由于  45°  
/ 2  22.5°，因此有 0 29.5 30       ≈ ，也就
是说滑动面与纵轴的夹角大致为 30°，这与试验中
所观察到的破坏面相接近(见图 10，11)。若发生张 
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图 11  反向裂纹扩展 
Fig.11  Propagation of anti-wing crack 
 
拉破坏，则破坏面角度应该为 0 7   ，此破坏面几 
乎与纵轴平行。 
以上分析是基于原始裂纹试件在反向裂纹萌
生荷载作用下的有限元计算结果，没有考虑翼形裂
纹的产生对边界条件的影响，所以试验中反向裂纹
的萌生机制是否完全符合剪切或张拉机制或两者的
综合影响[11]，有待以后的进一步分析。因为图 11
所示的反向裂纹萌生区域是一条应变集中带[11]，剪
应变和拉应变都比较大。 
需要指出的是，由试验过程中的声发射信号定
位点的堆积过程(见图 12)可知，在高压应力作用下，
翼形裂纹会往反向裂纹萌生区进一步扩展，最后贯
通，造成原裂纹两边的岩块呈贝壳状迸出[10]。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
图 12  声发射信号定位 
Fig.12  Locations of acoustic emission signal  
 
6  结  论 
 
(1) 通过双向压缩试验的数值散斑观察及有限
元计算可知，本文岩石三维表面裂纹的正向(即翼
形)扩展先于反向裂纹的形成，而反向裂纹的萌生引
起的应力松弛又影响了表层翼形裂纹的进一步扩
展，甚至引起它的闭合。 
(2) 随着外加压力的增加，翼形裂纹会进一步
往深处扩展，与表层萌生的反向裂纹破裂区汇合贯
通，最后裂纹两旁岩块迸出，试件破坏。 
(3) 最大拉应力 max 断裂判据和最大拉应变
max 断裂判据的预示结果与三维表面裂纹的翼形
扩展现象吻合较好。最小应变能密度 minS 判据和最
大能量释放率 maxG 判据与试验现象相差较远。 
(4) 反向裂纹的萌生机制在一定程度上与莫
尔–库仑强度准则的计算结果比较相符。萌生后的
反向裂纹与原裂纹尖端快速汇合，也与由深部扩展
过来的翼形裂纹汇合贯通。 
(5) 本文试验及理论分析结果，对岩土工程中
结构面稳定性分析及锚固方案确定、地球表面断裂
带稳定性判断及地震机制分析等都具有较好的参考
价值。 
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